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1 はじめに

日本は期間合計特殊出生率が人口置換水準を下回ってから４０年以上経ち，少子高齢化とともに

人口も減少局面に転じている．人口減少に陥った要因は，現代社会の生活スタイルに移行していく

過程で生じた多岐にわたるもので，一つを特定することは難しいと考えられている．例を挙げれ

ば，女性の就学や社会進出，非正規雇用の拡大などこれらが晩婚化・未婚化や晩産化の増加に一定

の影響を及ぼした事などだ．しかし，こうした要因を外科的な手段で取り除くことは現代の時代精

神に反するだけでなく，現在の経済構造の中でも，実現不可能であることは言うまでもない．２０

１４年以降政府は，「働き方改革」や「待機児童ゼロ」といった出産・育児の負担軽減や，「地方創

生」といったスローガンの下に、出生率の低い都心への人口一極集中の是正に向けて取り組んでい

る．こうした政策は基本的に、女性の働きやすさや過疎化の進む自治体の憂慮など、少子高齢化社

会の背景に潜む社会心理を中心とした分析を根拠としている．　一方で，人口を人の数のダイナミ

クスと考えた場合，それを構成する要素は単純である．年齢，出生，死亡，そして地域間の移動で

ある．社会的背景は別として，少子高齢化は出生が減り，死亡も減った結果と考える場合，現代の

人口減少に影響を及ぼしている年齢別の出生，死亡，移動の行動を定量的に評価できれば，精密な

分析や年齢や世代に合わせた政策立案が出来るだろう．　こうした定量評価を考えるのにあたっ

て，本報告書では筆者がこれまでまたは今なお研究中の内容をまとめたものである．それは主に固

有関数による理論と感度分析という実証的手法である．

2 Leslie行列とMacKendrick方程式の数学的類似性

本論に入る前に安定人口モデル Leslie行列について，ここでは紹介する*1.　時刻 tにおける年

齢 a歳の女性コーホートの人口を Pt (a)とする．このモデルを構成する基本的な過程はこのコー

ホートが持つ出生率ma ≥ 0を用いて表される再生産過程：

Pt (a) =

ω∑
a=0

maPt (a) (1)

と翌年までの生存率 0 ≤ pa ≤ 1とする生存過程:

Pt+1 (a+ 1) = paPt (a) (2)

*1 この章は「大泉嶺　 (2018)　『国際的・地域的視野から見た少子化・高齢化の新潮流に対応した人口分析・将来推
計とその応用に関する研究』　平成 30年度総括報告書 pp.157-166」より抜粋

厚生労働行政推進調査事業費補助金政策科学総合研究事業（政策科学推進研究事業） 
「国際的・地域的視野から見た少子化・高齢化の新潮流に対応した人口分析・将来推計とその応用に関する研究」 
令和元年度総括研究報告書（研究代表者　小池司朗）（2020.3）
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の二つで表すことにする．このとき，ω は最大寿命である．このモデルは行列を用いて次のように

書くことが出来る：

Pt+1 = LPt Pt := (Pt (a))0≤a≤ω

L : =


m0 m1 · · · ma · · · mω

p0 0 · · · 0 · · · 0
0 p1 · · · 0 · · · 0
... 0

. . . 0 · · · 0
0 · · · 0 · · · pω−1 0


(3)

一方,年齢と時刻を連続化した MacKendrick方程式は死亡率 µ (a) ≥ 0と出生率 F (a) ≥ 0が

与えられたとき,人口密度関数 Pt (a)は,再生産過程：

Pt (0) =

∫ ω

0

da F (a)Pt (a) , (4)

と死亡過程： [
∂

∂t
+

∂

∂a

]
Pt (a) = −µ (a)Pt (a) P0 (a) = φ (a) , (5)

を満たす．これらのモデルは多くの共通点を持つ．例えば Leslie行列 Lが対角化可能である場合

（通常この場合の方が多い）一般的なコーホート動態は以下のようになることが知られている：

Pt = LtP0 =

ω−1∑
k=0

λtk
⟨Uk,P0⟩
⟨Uk,Vk⟩

Vk |λk| ≥ |λk+1| .

λk は行列 Lの k 番目の固有値であり，Uk，Vk はその固有値に対応する左右固有ベクトル*2を表

し，⟨·, ·⟩はそれらの内積を意味する．特に，最大固有値 λ0 と対応する左右固有ベクトルはそれぞ

れ，内的自然増加率 (intrinsic rate of natural increase), 繁殖価（reproductive value），安定齢分

布 (stable age distribution) と呼ばれ，人口学的にも生物学的にも特別な意味を持つ [1]．同様に

MacKendrick方程式の場合も以下のような解の表現がある [2]

Pt (a) =

φ (a− t) la
la−t

a− t ≥ 0∑∞
k=0 exp {rkt}

⟨ϕ∗
k,φ⟩

⟨ϕ∗
k,φk⟩φk (a) a− t < 0

(6)

このとき < ϕ, · >は汎関数と呼ばれ,以下で定義される:

⟨ϕ, φ⟩ :=
∫ ω

0

da ϕ (a)φ (a) .

ここで現れる ϕ∗k (a),　 φk (a)は固有関数と呼ばれ,本質的には Leslie行列の左右固有ベクトルと

同じ構造を持っている．2017年の同研究プロジェクトの報告書にも記載したが,左右固有ベクトル

は少子化に及ぼすコーホートの出生・死亡の影響を評価することが出来る．

3 多状態齢構造モデル

　 Leslie行列とMcKendrick方程式の数学的類似性は，齢構造の共通性と共に線形というより

抽象的な構造に依拠する．関数解析という分野ではこうした線形のような演算構造を抽象的なベク

*2 左固有ベクトルは UkL = λkUk を満たす横ベクトル, 右固有ベクトルは LVk = λkVk を満たす縦ベクトルをそ
れぞれ意味する．
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トル空間の上で考える事で，この二つのモデルを等しく扱う事が出来る．この考えの基では Leslie

行列は有限次元のベクトルの演算であり，対して McKendrick 方程式は無限次元のベクトル空間

上の演算という事になる．この次元の違いは平たく言えば固有値，固有ベクトルの数の違いを見れ

ば分かるであろう．　前章のこれらの構造に着目しつつ，ここでは地域移動などの効果を考えたモ

デルを紹介する*3．人を特徴づける状態変数の多くは，必ずしも年齢と一致するとは限らない．例

えば居住地や資産，体重などは年齢と独立かまたは一律に決定されるものではない．これらは年

齢 a ∈ (0α)毎にばらつきがあり，個々人の生活史による．ある個人を特徴づける変数が d個あり

Xa ∈ A ⊂ Rd，それらのばらつきを生み出す “ゆらぎ”が N 個あるとする. これらの特徴の年齢に

おける発展過程が以下の Ito型確率微分方程式に従うとする：

Xj
a = yj +

∫ a

s

gj (τ,Xτ ) dτ +

N∑
l=1

∫ a

s

σjl (τ,Xτ ) dBl
τ j = 1, 2, · · · , d. (7)

ここで，y ∈ Aは年齢 sにおける状態，Ba はブラウン運動をそれぞれ表す．確率微分方程式は初

期値 (s, y)に関する常微分方程式が持つ通常の，解の一意性は持たない．そのかわり，確率分布に

おいての一意性が適用される．つまり，この方程式の解（sample pathという）一つ一つが個々人

生活史が生み出す変数の変化とみることが出来る [4, 5, 6]. 当然，出生力:F (a,Xa) ≥ 0や死亡率:

µ ∈ L1
loc,+([0, α)×A),

∫ α

0

da µ (a, y) = ∞ ∀y ∈ A αは最大年齢

も年齢だけで無くこうした状態の変化に依存すると考える方が自然であろう．こうした，個人の生

活史で駆動された人口のダイナミクスは以下の偏微分方程式の解として表すことができる：(
∂

∂t
+

∂

∂a

)
Pt (a, y) = −H (a, y)Pt (a, y) , (8)

作用素 H (a, y)は以下で与えられる：

H(a, y)ϕ (y) = µ(a, y) +

d∑
j=1

∂

∂yj
(gj (a, y)ϕ (y))−

1

2

d∑
j=1
j′=1

∂2

∂yj∂yj′
(Sjj′ (a, y)ϕ (y))

[5].さらに，

Sj,j′ (a, y) :=

N∑
l=1

σlj (a, y)σlj′ (a, y) .

同様に再生産過程は以下で与えられる：

P (t, 0, y) = ν(y)

∫ α

0

∫
A

dady F (a, y)Pt (a, y) , (9)

ν (·) ∈ L1
+(A) は 以下を満たす新生児の状態分布である*4∫

A

dy ν (y) = 1.

このモデルも，齢構造モデルと同様左右固有ベクトルを用いた次のような漸近解を持つ：

Pt (a, y) ≈
n∑

k=0

⟨ϕ∗k, φ⟩
⟨ϕ∗k, φk⟩

exp {rkt}φk +O(exp {(ℜrk − ϵ)t}), (10)

*3 この章は，現在投稿中の東京大学　稲葉教授との共著論文の概要の一部を説明する
*4 ここでは新生児の状態分布は親と独立を仮定している．
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左右固有ベクトルは次で与えられる [7]：

φk(a, y) = exp {−rka}
∫
A

dy ν (x)K (0, x→ a, y) (11)

ϕ∗k(a, y) =

∫
A

dξ ϕ∗k(0, ξ)ν (ξ)

∫ α

a

dτ exp {−rk(τ − a)}
∫
A

dζ K (a, y → τ, ζ)F (τ, ζ). (12)

さらに，密度関数K (s, x→ a, y)は経路積分を用いる事で以下の様に表現できる [5]：

K (s, x→ a, y) =

∫ Xa=y

Xs=x

D (x)
1

Za
exp

{
−
∫ a

s

dτ L
(
τ, Ẋτ , Xτ

)}
(13)

L
(
a, Ẋa, Xa

)
=

1

2

(
Ẋa − g (a,Xa)

)
S−1

(
Ẋa − g (a,Xa)

)
+ µ (a,Xa)

我々が，頻繁に観測できるパラメータの古典的履歴は Euler–Langrange方程式の境界値問題の解

として表現できる： [
∂

∂Xj
τ

− d

dτ

∂

∂Ẋj
τ

]
L
(
τ, Ẋτ , Xτ

)
= 0 j = 1, 2, · · · , d.

Xs = x, Xa = y

また，このモデルの特筆するところは，左固有ベクトルを与える方程式から v ∈ V ⊂ Rd′
を制御

パラメータとすると，制御方程式：

∂

∂a
ϕ̃∗r (a, y,Γ)− inf

v∈V

{
[H∗ (a, y, v,Γ) + r] ϕ̃∗r (a, y,Γ)− F (a, y, v,Γ)

}
= 0

ϕ̃∗r (α, y,Γ) = 0

ψ̃r (Γ) = 1

(14)

が得られる*5．これを満たす ϕ̃∗r (a, y,Γ)と v を見つけ出せばそれは内的自然増加率を最大化する

生活史の制御となる．つまり，繁殖価を与える関数を最大化する生活史が人口増加を生み出す．こ

の結果は，長期的少子化対策はこの解を参考にすることが出来るだろう．また，このことは進化の

理論も含んでおり，適応的な種が満たすべき関係も表している．このように，多状態齢構造モデ

ルは様々な環境における．人口動態やその制御あるいは生物全体の適応進化を考える上で有用で

ある．

4 離散多状態齢構造モデル（一般化 Leslie行列）とその応用

連続時間・年齢・状態を仮定した所謂無限次元のモデルを前章で説明した．しかし，こうした理

論に実データを適用しようとすると難しい．なぜなら，国勢調査などは実施時期が 5 年に一度で

あるように，調査はその特性に応じて制約があるからである．特にアンケート形式の調査や人口学

的な大規模調査は，物理・化学のような実験室で行える連続的データの収集は現時点では不可能と

言って良い．そこで，データに合わせて離散化したモデルで近似を考える必要がある．この章では

人口問題研究 76（1）号に掲載予定である筆者の研究の概略を抜粋含め説明する．

前章の多状態齢構造モデルは抽象的ではあるが，その代わり多くの応用が考えられる．都道府県

間の移動を考慮した齢構造モデルもこの範疇に入れられる．まずは，モデルの構築を見ていく．

*5 これを Hamilton–Jacobi–Bellman(HJB) 方程式と呼ぶ
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女性コーホートの生活史は加齢とともに居住地の移動がある一定割合起こるとする．今，a歳の

女性が j 県から i県に移動する確率を Tij (a)とする，j県における同年齢の生存率 sj (a)を用いて

i県に移住出来る確率Kij (a)は

kij (a) := Tij (a)× sj (a)

と表せるものとする．ここで，時刻 t における a 歳で j 県に在住する女性コーホートの人口を

Pt (a, j)とおくと，翌年 i県に移住した女性コーホートは以下の方程式に従う

Pt+1 (a, i) =
∑
j

kij (a)Pt (a, j) . (15)

一方，時刻 t における a 歳で j 県に在住する女性コーホートの翌年 i 県に再生産する出生率を

mij (a)とおくと，再生産過程は

Pt+1 (0, i) =

ω∑
a=0

∑
j

mij (a)Pt (a, j) (16)

となる．ここで，一般的に地域間出生率 mij (a)の i,j は独立していないが，簡単の為に次のよ

うに分解できるものと仮定する
mij (a) = ϕ (i)× fj (a) .

ϕ (i)と fj (a)はそれぞれ i県の全国における出生数の構成比と j 県における純粋な出生率とす

る．すると式 (16)は

Pt+1 (0, i) = ϕ (i)

ω∑
a=0

∑
j

fj (a)Pt (a, j) (17)

となって扱い安くなる．その理由については後に述べるとする．　こうして，人口動態を構成す

る式 (15)及び式 (17)が導出出来た．この二つを本稿では“出生数の構成比一定の一般化レスリー

行列モデル”と呼ぶ．

このモデルの右固有ベクトルは

w (a, i) = w (0)λ
−a

∑
j

ϕ (j)K (0, j → a, i) (18)

で与えられる．ここで，関数K (s, j → a, i)は次で定義される

K (s, j → a, i) :={∑
ja−1

∑
ja−2

· · ·
∑

ja−s−1
kija−1

(a− 1) kja−1ja−2
(a− 2) · · · kja−s−1j (a− 1) s < a

δij s = a

この式は前章で扱った式 (13)に対応する密度関数であり，年齢 sで j 県から年齢 aで i県に生存

して移住した女性の起こりうる全ての履歴の和（つまり経路積分）による表現によって書き表した

ものである [5]．左固有ベクトルについても

v (a, j) = v (0)

ω∑
x=a

λ−(x−a)−1
∑
i

K (0, j → a, i) fi (a)

となって，左右固有ベクトルとも多状態例構造モデルの文脈と一致している．ちなみ固有方程式は

1 =
ω∑

a=0

λ−a−1
∑
i

∑
j

ϕ (j)K (0, j → a, i) fi (a)　　 (9) (19)
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となるので，多状態例構造モデルの一般的性質の多くは行列モデルによる近似に引き継がれる．こ

のようにして我々はデータを用いた解析に適した行列モデルを構築する事が出来た．これが各地域

の出生数の構成比が一定の場合の移動を考慮した Euler-Lotka方程式である．このように，各地域

の出生数の構成比が一定という仮定は親の居住地が子供の居住地に影響を与える事がないため，固

有ベクトルを比較的整理しやすくなり，１世代の移動の効果だけで人口動態を考える事が出来る．

5 左右固有ベクトルと感度解析

この章ではでは，感度について解説する*6

安定人口モデルにおける人口動態は，前述の内的自然増加率がその規模の増減を決定する．数学

的にはこの値は各出生・生存率の関数となっている．出生率と死亡率の変化が内的自然増加率にど

の程度影響するかがわかれば，その時代の人口増減に関する構造的影響を定量的に評価できるであ

ろう．しかし，日本人の最大寿命が 100歳以上あることを考えれば，Leslie行列も 5 × 5以上にな

ることは当然である．これは行列の固有値が満たす固有多項式が 5次以上であることを意味する．

要するに，ガロア理論などでお馴染みの 5次以上の多項式に対し，一般的な解の公式は存在しない

という問題に直面する．

そこで、これらの行列の成分が，支配的固有値に与える影響を数値的に示す感度解析（sensitivity

analysis）を導入しよう [3]．ここで考える感度とは各出生率、死亡率に関する内的自然増加率の応

答: ∂λ0

∂ma
と ∂λ0

∂pa
である*7．

まず，線形代数における固有値と右固有ベクトルの基本的な関係の関係を考える:

λ0W0 = LW0.

行列 Lの成分が微小に変化し，L → L′ となったしよう．その微小変化分を

∆L := L′ − L

とおけば，変化後の行列は元の行列 Lを用いて

L′ = L+∆L

と表すことができる．同様に L′ の支配的固有値 λ′0 も差分形式

λ′0 = λ0 +∆λ0, ∆λ0 := λ′0 − λ0

で表すとする．これらの式を先ほどの固有ベクトルの関係式に代入する

λ0V0 +∆λ0W0 = LW0 +∆LW0.

両辺を整理し，左から左固有ベクトルV0 を作用させると下記を得る；

∆λ0 ⟨V0,W0⟩ = V0∆LW0

*6 大泉嶺　 (2017)　『国際的・地域的視野から見た少子化・高齢化の新潮流に対応した人口分析・将来推計とその応
用に関する研究』　平成 29年度総括報告書に掲載した解説より

*7 ∂（ラウンド記号）は偏微分を表す．
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ここで，年齢 aの生存率のみに微小変化 ∆pa があったとする. このとき ∆Lは

∆L =



0 0 · · · 0 · · · 0
0 0 · · · 0 · · · 0

0
. . . · · · 0 · · · 0

... · · · ∆pa 0 · · · 0

... 0 · · · 0 · · · 0

0 · · · 0 · · ·
. . . 0


となる．これを元の式に代入すると左右固有ベクトルの成分

V0 = (v0 (a))
⊤
0≤a≤α , W0 = (vw0 (a))0≤a≤α

を用いて*8

∆λ0 ⟨V0,W0⟩ = ∆pav0 (a+ 1)w0 (a) (20)

と表すことができる．整理すれば

∂λ0
∂pa

=
v0 (a+ 1)w0 (a)

⟨V0,W0⟩
,

∆λ0
∆pa

→ ∂λ0
∂pa

(21)

が得られる．これが，内的自然増加率の生存率に関する感度である．同様に，出生率に関する感度

も ∆ma を考えることで
∂λ0
∂ma

=
v0 (0)w0 (a)

⟨V0,W0⟩
(22)

となる．これらを一般化すると行列モデルの支配的固有値に関する感度を直積記号 ⊗を用いて

S =
V0 ⊗W0

⟨V0,W0⟩
(23)

全ての成分に対して書くことができる．この行列を感度行列（sensitivity matrix）と呼ぶ．この行

列の行と列の成分が，それぞれ対応する安定人口モデルの行と列の成分の内的自然増加率に対する

感度となっている．このように，安定人口モデルにおけるコーホートの出生・死亡の人口増減に関

する寄与度は，行列モデルの固有ベクトルを用いて表す事が出来る．つまり左右固有ベクトルの組

成が分かれば，本稿の目的であるライフコースと人口動態の関連を解析出来るのである．

この公式を用いると，

∂λ1
∂fj (a)

=
v0 (0)w0 (a, j)

⟨V0,W0⟩
∂λ1

∂kij (a)
=
v0 (a+ 1, i)w0 (a, j)

⟨V0,W0⟩

となる．このように，どの地域の出生率の感度も，繁殖価値の値の影響を受けず．安定年齢居住分

布の密度の高さに依存する．この構造はレスリー行列の構造と同じである．移動率に関しては安定

年齢居住分布の高い地域から翌年最も繁殖価が高くなる地域への移動が人口減少への寄与が大きい

ことが分かる．

*8 左固有ベクトルは横ベクトルである．
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6 まとめ

本報告書では実用的観点から,タイトルにある『2015年国勢調査～とあるが，それを解析するた

めの，これまで著者の理論的背景に重点を置いた．なぜなら，数値的解析は現在投稿準備中である

事と，その背景が理論が出来つつあるからだ．なので，ここからはこうした理論的枠組みから少子

高齢社会に対して考察していきたい．以下は『人口問題研究』76（1）号に掲載予定（令和 2年 3

月 3日時点）から一部引用する．

“出生・死亡・移動の年齢構造に敏感に応答する内的自然増加率に対して，感度解析は人口動態

の瞬間的な増減要因を数値的に特定することに長けている.　一方で，このような瞬間的な要因が

分かったところで，ベビーブーム世代や丙午世代など多様なコーホート抱える日本の人口構造では

政策決定や少子化の背景そのものに結びつかないとの批判もあるかもしれない.　確かに非周期的

にベビーブームや，災害による大量死が起こるような社会を対象とした感度解析は一時的な構造

しか示せないだろう.　一般的に人口動態は複雑系であり単調に増加または減少し続ける事はあり

得ないと考えられている.　だが，45年以上人口置換水準以下の出生行動が変化していない日本に

とっては，その程度の差はあれ，現代は安定人口モデルの構造と大きく変わりの無い動態と考えら

れる.　そのため感度解析による現状分析は十分役に立つと考えられる.　本研究では，移動を考慮

したレスリー行列を構築し，左右固有ベクトルを導出することで移動率や地域毎の出生率における

人口減少への影響を定量評価する感度の公式を導いた.　そのとき，出生数の構成比一定という仮

定を用いた.現実の社会では出生行動と移動行動は常に同時に起こっており，また地域間出生率は

出生数の構成比を一定として分解できないであろう.　それは，親が居住している地域が子どもの

出生地に少なからず影響を与えるという自然な仮定に基づく.　この場合親の居住地も当然その親

（祖父母）の居住地の影響を受ける構造になり，出生数の構成比は ϕ (i)ではなく親の出生地が子の

出生地を決める世代間の方程式を考慮しなければならない.　そうなると，出生率や移動率の感度

は地域毎に異なる 0歳繁殖価と出生数の構成比に依存したより複雑なものになる.　現在それにつ

いては解析中である.　この仮定の違いが結論に与える影響は地域別に見た感度全体の大小関係だ

と考えられる.　年齢別に見れば，繁殖価に依存した移動率の感度は若い世代の移動の重要性を示

し，安定年齢居住分布（w (a, i)）に依存した年齢別出生率の感度はその構造のみに依存することは

変わらない.”
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